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41 .  

Σε κύκλο  (Ο,  R) προεκτείνουµε µία διάµετρο του ΑΒ εκατέρωθεν των Α και Β και  

στις προεκτάσεις παίρνουµε τµήµατα ΒΓ = Α∆ = R  . Έστω ∆ΕΜ τέµνουσα του 

κύκλου τέτοια ώστε ∆Μ = R 7  

i) Να αποδείξετε ότι ΓΜ = R 3  

ii) Να αποδείξετε ότι το ΓΜ είναι εφαπτόµενο τµήµα στον κύκλο  

iii) Να υπολογίσετε το ∆Ε συναρτήσει του R  

iν) Να υπολογίσετε συναρτήσει του R τα εµβαδά των τριγώνων ΟΜΓ και ∆ΜΓ  

ν) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του µεικτογράµµου τριγώνου ΜΒΓ ( γκρίζα περιοχή)  

συναρτήσει του R 

Προτεινόµενη λύση  

i) 

 Στο τρίγωνο ∆ΜΓ από το 1ο θεώρηµα διαµέσων 

 έχουµε ότι  Μ∆2 + ΓΜ2 = 2ΜΟ2 + 
2

2

∆Γ
⇔  

7R2 + ΓΜ2 = 2 R2 + 
216R

2
⇔  

ΓΜ = R 3  

ii ) 

Είναι ΓΜ2 = 3R2  και ΓΒ· ΓΑ = R ·3R =3R2   άρα ΓΜ 2 = ΓΒ· ΓΑ 

Εποµένως το ΓΜ είναι εφαπτόµενο τµήµα στον κύκλο  

iii) 
∆Ε · ∆Μ = ∆Α· ∆Β  ⇔  R 7 ∆Ε = R ·3R ⇔  

                                                 ∆Ε = 
3R 7

7
 

iν) 

 Επειδή ΓΜ εφαπτόµενο τµήµα το τρίγωνο ΟΜΓ είναι ορθογώνιο στο Μ άρα 

(ΟΜΓ) = 
1

2
ΜΟ · ΜΓ = 

2R 3

2
 τετραγωνικές µονάδες 

Στο τρίγωνο ∆ΜΓ η ΟΜ είναι διάµεσος οπότε (∆ΜΟ) = (ΜΟΓ) συνεπώς  

(∆ΜΓ) = 2(ΜΟΓ) = R2 3  τετραγωνικές µονάδες  

 



 

 

2 

ν)  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΜΟΓ για τη διάµεσο ΜΒ ισχύει ΜΒ = 
OΓ

2
= R 

 άρα τo τρίγωνο ΟΜΒ είναι ισόπλευρο οπότε Μ �OΒ = 60ο  

Το εµβαδόν του µεικτογράµµου τριγώνου ΜΒΓ προκύπτει αν από το εµβαδόν του 

τριγώνου ΟΜΓ αφαιρέσουµε το εµβαδόν του τοµέα Ο�MB  εποµένως  

Ε ζητούµενο = (ΟΜΓ) – ( Ο�MB ) = 
2R 3

2
−

2 ο

ο

πR 60

360
 = 

2R 3

2
−

2πR

6
  τ . µ  
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42 .  

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο , R) µε ΑΒ = R 2  και την γωνία 

�B = 60ο  .  

i) Να αποδείξετε ότι ΑΓ = R 3  

ii) Να υπολογίσετε το µήκος του ύψους ΑΚ συναρτήσει του R 

iii) Να βρείτε την περίµετρο και το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ συναρτήσει του R 

iν) Να βρείτε το εµβαδόν του εγγεγραµµένου κύκλου στο τρίγωνο ΑΒΓ συναρτήσει 

του R 

ν) Να υπολογίσετε το εµβαδόν της περιοχής που περικλείεται µεταξύ του κύκλου  

(Ο , R) και του τριγώνου ΑΒΓ 

Προτεινόµενη λύση  

i) 

Αφού �B = 60ο θα είναι �AΓ  = 120ο εποµένως  

ΑΓ = λ3 = R 3                                                    

ii) 

Αφού ΑΒ = R 2  = λ4 θα είναι �ΒΑ  = 90ο 

Άρα �ω= 45ο = φ  

Από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΚΓ και το πυθαγόρειο προκύπτει ότι 

ΑΚ = ΚΓ = R
6

2
  

Παρατήρηση : Ποιο εύκολα θα µπορούσαµε να πούµε ότι  

ηµ60ο =
AK

AB
 ⇔ ΑΚ = ΑΒηµ60ο = R

6

2
 

iii) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΑΚ είναι �1A  = 30ο άρα ΒΚ = 
AB

2
= 

R 2

2
 

Τώρα ΒΓ = ΒΚ + ΚΓ = 
R 2

2
+ 

R 6

2
 = 

R( 2 6)

2

+
 µετά από αυτά  

Η περίµετρος Ρ του ΑΒΓ είναι ίση µε Ρ = R 3  + R 2  + 
R( 2 6)

2

+
 

και το εµβαδόν του Ε = 
1

2
ΒΓ ΑΚ = 

2R 6( 2 6)

8

+
 τετραγωνικές µονάδες  
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Κ∆ Γ

ΒΑ

 43 . 
∆ίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε  

ΑΒ // Γ∆ ,  ΑΒ < Γ∆  , ΑΒ = 4 , Α∆ = 3, ΒΓ = 5 , �Α = �∆=90ο  

 Να υπολογίσετε  

i) Την προβολή της ΒΓ πάνω στην ∆Γ  

ii) Το εµβαδόν του τραπεζίου ΑΒΓ∆ 

iii) Το εµβαδόν του τριγώνου ∆ΒΓ  

iν) Να αποδείξετε ότι η γωνία ∆ �Β Γ είναι αµβλεία  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Φέρνω την ΒΚ ⊥ ∆Γ  τότε , η προβολή της 

 ΒΓ στην ∆Γ είναι το τµήµα ΚΓ .  

Το ΑΒΚ∆ είναι ορθογώνιο οπότε  

ΒΚ = Α∆ = 3  και ∆Κ = ΑΒ = 4  

από πυθαγόρειο στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΚΓ έχουµε  

ΚΓ
2 = ΒΓ2

−ΒΚ
2  = 25−9 = 16 άρα ΚΓ = 4  

ii)  

∆Γ = ∆Κ + ΚΓ = 8 οπότε το εµβαδόν του τραπεζίου ΑΒΓ∆ είναι ίσο µε  

(ΑΒΓ∆) = 
( )

2

ΑΒ+∆Γ Α∆
= 18 τετραγωνικές µονάδες  

iii) 

 (Β∆Γ) = 
1

2
∆Γ · ΒΚ = 12 τετραγωνικές µονάδες 

iν)  

Στο τρίγωνο Β∆Γ η ΒΚ είναι ύψος και διάµεσος άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές 

οπότε Β∆ = ΒΓ = 5  

∆Γ
2 = 64 και Β∆2 + ΒΓ2 = 50  άρα ∆Γ2 > Β∆2 + ΒΓ2 οπότε ∆ �Β Γ > 90ο  
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44. 

∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  και  Θ το βαρύκεντρο αυτού .  

Αν ΘΑ = 
139

3
  , ΘΒ = 

91

3
 και ΘΓ =

19

3
 να υπολογιστούν . 

i) Οι πλευρές του ΑΒΓ   

ii) Το  εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ  

iii) Οι ακτίνες του εγγεγραµµένου και περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ . 

iν) Τα ύψη του τριγώνου ΑΒΓ 

Προτεινόµενη λύση  

i )  

ΘΜ = 
1

2
ΘΑ = 

139

6
 

ΘΚ = 
1

2
ΘΒ = 

91

6
 

ΘΛ= 
1

2
ΘΓ =

19

6
 

Από το 1ο θεώρηµα διαµέσων στο τρίγωνο ΒΘΓ βρίσκω ΒΓ = 3 

Οµοίως από τα τρίγωνα ΑΘΓ και ΑΘΒ βρίσκουµε ΑΓ = 5 και ΑΒ = 7 

ii) 

Από τον τύπο του Ήρωνα βρίσκουµε ότι  

Ε = τ(τ α)(τ β)(τ γ)− − − = 
15 3

4
 τετραγωνικές µονάδες  

iii)  

Αν R είναι η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου τότε  

Ε = 
αβγ

4R
 ⇔ R =

7 3

3
 και  

Αν ρ είναι η ακτίνα του εγγεγραµµένου κύκλου τότε  

Ε = τ·ρ ⇔ ρ = 
3

2
 

iν)  

Ε = 
1

2
α · υα ⇔

15 3

4
= 

1

2
·3· υα ⇔  υα =

5 3

2
 

οµοίως  υβ = 
3 3

2
 και υγ = 

15 3

14
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45. 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο σε κύκλο  ακτίνας  R µε   ΒΓ = α , ΑΓ = β και 

ΑΒ = 2 2α  + β αβ−  .  

i) ∆είξτε ότι  ɵΓ  = 60ο        

ii)  R =
2 2α β αβ

3

+ −
  

iii) Να βρείτε το εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος µε χορδή την  ΑΒ. 

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Νόµος συνηµιτόνων  για την πλευρά ΑΒ  

 ΑΒ2 = ΑΓ2 + ΒΓ2- 2ΑΓ·ΒΓ συν ɵΓ  ⇔ συν ɵΓ  = 
1

2
και  

Επειδή η ɵΓ  είναι γωνία τριγώνου θα είναι ɵΓ = 60ο  

ii)   

E = 
1

2
αβηµ ɵΓ  ⇔ Ε = 

αβ 3

4
 (1) και  

Ε = 
αβγ

4R
 

(1)

⇔
αβ 3

4
= 
αβγ

4R
⇔ R =

γ

3
  

                                                 R =
2 2α  + β αβ

3

−
= 

2 2α β αβ

3

+ −
 

iii)  

Το ζητούµενο εµβαδόν προκύπτει αν από  

Το εµβαδό του τοµέα Ο�ΑΒαφαιρέσουµε  

Το εµβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ  

Είναι φανερό ότι η γωνία ω̂  του τοµέα είναι 

ω̂= 120ο οπότε  

Ε ζητούµενο = (Ο�ΑΒ )−  (ΑΟΒ) = 
2 o

o

πR 120

360
−

1

2
R · Rηµ120ο =  

                                                    = 
2πR

3
−

2R 3

4
τετραγωνικές µονάδες  
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Α

30o

46 . 

∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς  α  . Φέρουµε την διχοτόµο της εξωτερικής 

γωνίας  Γ και από το  Α την κάθετη ΑΜ στην διχοτόµο αυτή .∆είξτε ότι  

i) (ΒΓΜ) = (ΑΓΜ) =
2α 3

8
 

ii) Αν ΓΗ ύψος του τριγώνου ΒΓΜ τότε ΓΗ = 
α 21

14
. 

iii) Να υπολογιστεί το εµβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒΓΜ 

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΜΓ έχουµε A ɵΓΜ = 60ο ⇒  

Γ �ΑΜ = 30ο ⇒ΓΜ = 
2

ΑΓ
= 
α

2
 

Είναι Β ɵΓΜ = 120ο και Α ɵΓΜ = 60ο  

Άρα Β ɵΓΜ + Α ɵΓΜ  = 180ο 

Οπότε 
( )

( )

ΒΓΜ

ΑΓΜ
= 
ΒΓ ⋅ΓΜ

ΑΓ⋅ΓΜ
= 1 ⇒ (ΒΓΜ) = (ΑΓΜ)  

Όµως  (ΒΓΜ) = 
1

2
ΒΓ⋅ΓΜ ηµ120ο =

1 α 3
α

2 2 2
⋅ ⋅ = 

2α 3

8
 άρα  

(ΒΓΜ) = (ΑΓΜ) =
2α 3

8
 

ii) ΒΜ2 = ΒΓ2 + ΓΜ2 – 2ΒΓ·ΓΜσυν Β ɵΓΜ 

             = α2 + 
2α

4
– 2α·

α

2
συν120ο =

27α

4
  

Άρα ΒΜ = 
α 7

2
 . 

(ΒΓΜ) = 
1

2
ΒΜ ·ΓΗ ⇔

2α 3

8
= 

1

2
·
α 7

2
·ΓΗ ⇔  

                                        ΓΗ = 
α 21

14
 

iii)  

( ΑΒΓΜ ) = ( ΑΒΓ) + (ΑΓΜ) = 
2α 3

4
+ 

2α 3

8
= 

23α 3

8
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47. 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σηµεία  ∆ και Ε των ΑΒ , ΑΓ έτσι ώστε  

Α∆ = 
4

3
ΑΕ και  ΑΒ

3

2
= ΑΓ . Από το µέσο  Μ της  ΑΓ φέρουµε παράλληλη στην ΑΒ 

που τέµνει την ΒΓ στο Η . ∆είξτε ότι  

i) (ΑΒΗ) = (Β∆ΕΓ) = 
2

1
(ΑΒΓ) . 

ii) (ΜΗΓ) = 
4

1
(ΑΒΓ). 

iii) Αν η ΜΗ τέµνει το ∆Ε στο Κ να υπολογιστεί ο λόγος των εµβαδών 
( )

( )

ΕΜΚ

ΕΑ∆
 

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Αφού Μ µέσο του ΑΓ και ΜΗ// ΑΒ  

θα είναι Η µέσο του ΒΓ  

Στο τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΗ είναι διάµεσος άρα  

(ΑΒΗ) = (ΑΗΓ) = 
2

1
(ΑΒΓ) (1)  

Τα τρίγωνα Α∆Ε και ΑΒΓ έχουν την  

γωνία �Α  κοινή οπότε  

( )

( )

Α∆Ε

ΑΒΓ
 = 

Α∆ ⋅ΑΕ

ΑΒ⋅ΑΓ
= 

2 3
3 4
ΑΒ⋅ ΑΓ

ΑΒ⋅ΑΓ
=

2

1
 άρα (Α∆Ε) =

2

1
(ΑΒΓ)  

Τότε (Β∆ΕΓ) = (ΑΒΓ) – (Α∆Ε) = 
2

1
(ΑΒΓ) (2)  

Από τις (1) και (2) έχουµε ότι (ΑΒΗ) = (Β∆ΕΓ) = 
2

1
(ΑΒΓ) 

ii)  

Στα τρίγωνα ΑΒΓ και ΓΜΗ η γωνία �Α είναι κοινή άρα  

( )

( )

ΓΜΗ

ΑΒΓ
= 
ΓΜ ⋅ΓΗ

ΑΓ ⋅ΒΓ
= 

1 1
2 2
ΑΓ ⋅ ΒΓ

ΑΓ ⋅ΒΓ
 =

1

4
 άρα (ΜΗΓ) = 

4

1
(ΑΒΓ). 

iii)  

Επειδή ΜΚ // Α∆ τα τρίγωνα ΕΚΜ και ΕΑ∆ είναι όµοια µε λόγο οµοιότητας  

λ =
EM

EA
 = 

1
4
3
4

ΑΓ

ΑΓ

 =
1

3
  και αφού  

( )

( )

ΕΜΚ

ΕΑ∆
 = λ2 θα είναι 

( )

( )

ΕΜΚ

ΕΑ∆
= 

1

9
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Λ
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48 

∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆ µε πλευρά 4 και σηµείο Σ της ΑΒ ώστε ΑΣ = 1 .  

Να υπολογίσετε    

i) Τα µήκη των πλευρών Σ∆ και ΣΓ του τριγώνου ΣΓ∆   

ii) Την απόσταση του ∆ από την ΣΓ  

iii) Το εµβαδόν του τριγώνου ΣΓ∆  

iν) Την απόσταση του  Γ από την ∆Σ  

ν ) Το εµβαδόν του περιγεγραµµένου στο τετράγωνο κύκλου 

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Από το Πυθαγόρειο στα τρίγωνα ΑΣ∆ και ΣΒΓ  

βρίσκουµε Σ∆ = 17  , ΣΓ = 5 

ii)  

Αν ∆Κ είναι η απόσταση του ∆ από την ΣΓ τότε 

Από την γενίκευση του Πυθαγορείου στο Σ∆Γ  

έχουµε  

Σ∆
2 = ∆Γ2 + ΣΓ2 –2ΣΓΚΓ ⇔  

   17 = 16 + 25 – 10ΚΓ      ⇔ ΚΓ = 
12

5
 

Τώρα από Πυθαγόρειο στο ∆ΚΓ έχουµε ∆Κ = 
16

5
 

Σηµείωση : θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο του µήκους του ύψους  

iii)  

(Σ∆Γ) = 
1

2
ΣΓ· ∆Κ = 

1

2
·5·

16

5
= 8 τετραγωνικές µονάδες  

iν)  

Αν ΓΛ είναι η απόσταση του Γ από την ∆Σ τότε  

(Σ∆Γ) = 
1

2
Σ∆· ΓΛ ⇔ 8 = 

1

2
17 · ΓΛ ⇔ ΓΛ = 

16 17

17
 

iν)  

Αν R είναι η ακτίνα του περιγεγραµµένου στο τετράγωνο κύκλου τότε  

λ4 = R 2 ⇔ 4 = R 2  ⇔ R = 2 2   

εποµένως το εµβαδό του περιγεγραµµένου κύκλου είναι ίσο µε  

Ε = πR2 = 8π τετραγωνικές µονάδες . 
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Η

Σ

∆
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Α

49. 

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( �Α = 90ο ) µε µήκη πλευρών ΑΒ = R και 

ΑΓ=R 3 . Γράφουµε τους κύκλους (Β,  R) και (Γ,  R 3 ) που τέµνονται και στο ∆ 

Να υπολογίσετε : 

i) Το µήκος της πλευράς ΒΓ συναρτήσει του R  

ii) Τις γωνίες  �Β   και  ɵΓ   του τριγώνου  ΑΒΓ  

iii) Το εµβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒ∆Γ συναρτήσει του  R  

iν) Το εµβαδόν του κοινού µέρους των δύο κύκλων συναρτήσει του  R . 

ν) Το µήκος της κοινής χορδής Α∆ συναρτήσει του  R 

Προτεινόµενη λύση  

i)   

Από το Πυθαγόρειο βρίσκουµε  

ΒΓ
2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 = 4R2  άρα  

ΒΓ = 2R                                                   

ii)  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι  

ΑΒ = R = 
2

ΒΓ
 άρα Β ɵΓΑ = 30ο οπότε 

Α �Β Γ = 60ο  

iii)  

Είναι προφανές ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και Β∆Γ είναι ίσα άρα  

(ΑΒ∆Γ) = 2(ΑΒΓ) = 2 ·
1

2
· ΑΒ · ΑΓ = R2 3  τετραγωνικές µονάδες  

iν)  

Το κοινό µέρος των δύο κύκλων έχει εµβαδόν ίσο µε το άθροισµα των εµβαδών των 

δύο κυκλικών τµηµάτων ΑΣ∆ και ΑΗ∆  όµως  

(ΑΣ∆) = (Β�ΑΣ∆ ) – (ΑΒ∆) = 
2 o

o

πR 120

360
–

1

2
· R · R·ηµ120ο  =

2πR

3
–

2R 3

4
 

(ΑΗ∆) = (Γ�ΑΗ∆ ) – (ΑΓ∆) = 
2 o

o

π 3R 60

360

⋅
–

1

2
· R 3  · R 3 ·ηµ120ο  =

2πR

2
–

23R 3

4
 

Άρα Ε ζητούµενο = 
2πR

3
–

2R 3

4
 + 

2πR

2
–

23R 3

4
 = 

25πR

6
– R2 3  

ν )  

Αφού Α �Β∆ = 120ο θα είναι Α∆ = λ3 = R 3  
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50. 

Έστω κύκλος (Ο, R) και µία διάµετρος του ΒΓ . Από σηµείο Α του κύκλου φέρνουµε 

τµήµα Α∆⊥ΒΓ  και από σηµείο Ε της προέκτασης της ΒΓ φέρουµε το εφαπτόµενο 

τµήµα ΕΗ έτσι ώστε ΕΗ = λ3 . Αν ΑΒ = 6 και (ΑΒΓ) = 24  

 i) ∆είξτε ότι R = 5  

ii) Να υπολογίσετε το τµήµα Α∆  

iii) ∆είξτε ότι ΓΕ = R και υπολογίστε το εµβαδόν και την περίµετρο του 

µικτογράµµου τριγώνου ΓΕΗ.  

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Επειδή ΒΓ διάµετρος θα είναι Β �Α Γ = 90ο   

Όµως  (ΑΒΓ) =
1

2
ΑΒ· ΑΓ  ⇔  

                 24 = 
1

2
·6·ΑΓ  ⇔ ΑΓ = 8 

Από το Πυθαγόρειο στο ΑΒΓ βρίσκουµε ότι ΒΓ = 10 άρα R = 5  

ii)  

H ακτίνα BO σαν κάθετη στην χορδή Α∆ θα είναι µεσοκάθετος στην Α∆ οπότε  

Α∆ = 2ΑΡ  

Γνωρίζουµε ότι ΑΒ2 = ΒΡ · ΒΓ ⇔  

                             36 = 10ΒΡ     ⇔ ΒΡ =
18

5
 οπότε ΡΓ = 10 –

18

5
= 

32

5
 

Ακόµα ΑΡ2 = ΒΡ · ΡΓ = 
576

25
 άρα ΑΡ =

24

5
 και εποµένως Α∆ = 

48

5
 

iii) 

ΕΗ 2 = ΕΓ·ΕΒ  ⇔ (R 3 )2 = ΕΓ(ΕΓ + ΒΓ) ⇔  

                               (53 )2 = ΕΓ(ΕΓ + 10) ⇔  

                                     ΕΓ2 + 10ΕΓ–75 = 0 απ’ όπου προκύπτει ότι ΕΓ = 5 = R  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΗΕ είναι ΟΗ = 5 = 
OE

2
 άρα φ̂ = 30ο οπότε ω̂= 60ο 

Το µήκος του τόξου �ΓH  είναι ίσο µε 
ΓΗ
����
ℓ  =

ο

o

πRµ

180
 = 

5π

3
 συνεπώς  

Η περίµετρος Π του µεικτογράµµου τριγώνου ΕΓΗ είναι ίση µε  
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Π = 
ΓΗ
����
ℓ + ΓΕ + ΕΗ = 

5π

3
+ 5 + 5 3  µονάδες  

Και το εµβαδόν Ε είναι ίσο µε  

Ε = (ΟΕΗ) – ( Ο�ΓΗ ) = 
1

2
ΟΗ · ΗΕ –

2 ο

ο

πR µ

360
 = 

25 3

2
–

25π

6
 τετραγωνικές µονάδες  

 


